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Un individu surt tan begut de la taverna que no
recorda on e´s casa seva. Decideix llavors caminar
aleato`riament pel carrer de la segu¨ent forma: tira
una moneda, si li surt cara fa un pas cap endavant i
si li surt creu fa un pas enrera. Tornara` a la taverna?
Arribara` a casa seva? I si enlloc de moure’s per un
carrer e´s mou per tota una ciutat i a cada cru¨ılla
ha d’escollir entre 4 possibilitats: davant, darrera,
dreta o esquerra? I si es mou a l’espai i ha d’escollir entre sis possibilitats
diferents: davant, darrera, dreta, esquerra, amunt o avall?
Veurem que en els dos primers casos, a la recta i al pla, el nostre individu
tornara` amb probabilitat 1 tant a la taverna com a casa seva. Podr´ıem dir
que demostrarem que caminant a l’atzar tots els camins porten a Roma. A
l’espai pero`, veurem que pot ser que no torni mai ni a la taverna ni a casa
seva. Finalment comentarem que` passa en dimensions superiors i estudiarem
el mateix problema en una xarxa hexagonal.
Caminant a l’atzar
El passeig aleatori e´s un problema cla`ssic de probabilitat que es pot resoldre
de diferents formes. En el cas de la recta una forma habitual de considerar-
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lo (vegeu Feller [2]) e´s fent un paral·lelisme amb el problema de la ru¨ına
d’un jugador. Aquest problema consisteix en un jugador que juga tot el seu
capital, d’unitat en unitat, contra un altre jugador en un joc amb una certa
probabilitat p de guanyar i una probabilitat q = 1− p de perdre. El passeig




nostre contrincant te´ un capital infinit. Arribar a casa seva e´s equivalent a
arru¨ınar-se o assolir una determinada quantitat de diners.
Nosaltres pero` resoldrem el problema directament. Aixo` ens obligara` a
treballar amb se`ries, pero` aquest altre me`tode te´ l’avantatge que e´s fa`cilment
generalitzable a dues o me´s dimensions.
A internet, es poden trobar molts applets que permeten simular passe-
jos aleatoris. Per exemple, l’enllac¸ segu¨ent, vegeu [7], ens permet generar
passejos aleatoris en una dimensio´.
http://www.math.uah.edu/stat/applets/RandomWalkExperiment.xhtml
Una propietat important del passeig aleatori e´s que permet obtenir apro-
ximacions per al moviment Brownia`. Me´s concretament, a partir d’un passeig
aleatori es poden construir uns processos, que per un resultat molt impor-
tant de probabilitats, el Teorema Central del L´ımit Funcional se sap que
convergeixen cap al moviment Brownia`.
El moviment Brownia` e´s el nom donat a l’irregular moviment del pol·len
suspe`s en l’aigua observat pel bota`nic Robert Brown el 1828. A. Einstein,
vegeu [1], va comenc¸ar a desenvolupar el 1905 una teoria f´ısica d’aquest mo-
viment. Einstein va argumentar que si la teoria molecular era correcta, les
mole`cules d’aigua colpejarien el fluid aleato`riament per totes direccions, fent
descriure a la part´ıcula de pol·len un moviment de l’estil de l’observat per
Brown. Cal esmentar que en aquella e`poca la teoria molecular encara no
estava totalment acceptada. En un sentit me´s ampli, hom anomena tambe´
moviment brownia` la classe de models matema`tics que permeten descriu-
re aquest proce´s f´ısic i altres feno`mens ana`legs. Actualment, el moviment
brownia` i el ca`lcul estoca`stic que se’n deriva s’utilitzen en molts models de
la f´ısica i de l’economia on surten equacions diferencials amb pertorbacions
aleato`ries.
Po´lya (1921), vegeu [4], va ser el primer en demostrar que en un passeig
aleatori en dimensions 1 i 2 es retorna amb probabilitat 1 a l’origen mentre
que aixo` no passa en dimensions superiors. Montroll (1956), vegeu [3], va
trobar una representacio´ integral que permet calcular la probabilitat de retorn
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per dimensions iguals o superiors a 3. La integral que permet calcular la
probabilitat pel cas de dimensio´ 3 havia estat resolta per Watson (1939),
vegeu [6].
En la primera seccio´ tractarem el problema en una dimensio´. Veurem
que amb probabilitat 1 el nostre individu tornara` tant a la taverna com a
casa seva. En la segona seccio´ estudiarem el problema al pla i veurem que en
aquest cas passa el mateix. A la tercera seccio´ veurem que a l’espai aquesta
probabilitat ja no e´s 1 sino´ que e´s aproximadament 0.34. Aixo` ens permetra`
enunciar, en la quarta seccio´, una llei del 0-1 a me´s de comentar que` passa
en dimensions superiors. Finalment, en la darrera seccio´ veurem un passeig
aleatori en un rusc d’abelles.
1 Passeig aleatori en una dimensio´
Considerem un individu que surt tan begut de la taverna que no recorda on
e´s casa seva i decideix caminar a l’atzar pel carrer de la segu¨ent manera:
tira una moneda, si li surt cara fa un pas endavant i si li surt creu fa un
pas enrera. Volem calcular quina e´s la probabilitat que retorni a la taverna
i quina e´s la probabilitat que arribi a casa seva.
1.1 Retorn a la taverna
El problema, des del punt de vista matema`tic, e´s un passeig aleatori pels








1 2 3−3 −2 −1 0 . . .. . .
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Passeig aleatori en una dimensio´.
Considerarem les variables X1, X2, . . . , Xn, . . . que representaran els re-
sultats dels llanc¸aments de la moneda. Aquestes variables valdran 1 o −1
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
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D’altra banda, com que aquestes variables so´n el resultat del llanc¸ament
d’una moneda e´s igual de probable que prenguin el valor 1 que el valor −1,
e´s a dir,
P (Xn = 1) = P (Xn = −1) = 1
2
n = 1, 2, ...
Definim ara les variables Sn que ens diran en quina posicio´ estem a l’ins-
tant n. Com que sortim de la taverna, a l’instant zero estem a la posicio´ 0
(la taverna), e´s a dir, S0 = 0 i a l’instant n hem fet tantes passes endavant
com cares han sortit i tantes passes enrera com creus han sortit. Aixo` e´s el
mateix que sumar 1 quan surt cara (fem un pas endavant) i restar 1 quan
surt creu (fem un pas enrera), per tant, tenim que la posicio´ a l’instant n ve
donada per
Sn = X1 + · · ·+Xn.
Per exemple, suposem que en els successius llanc¸aments l’individu treu la
segu¨ent se`rie de cares i creus:
C C X X C C X C X · · ·
Aleshores, les primeres variables que hem introdu¨ıt valdran
X1 = 1, X2 = 1, X3 = −1, X4 = −1, X5 = 1,
X6 = 1, X7 = −1, X8 = 1, X9 = −1, · · ·
I les variables que ens donen la posicio´ en cada instant prendran els
segu¨ents valors:
S1 = X1 = 1
S2 = X1 +X2 = 1 + 1 = 2
S3 = X1 +X2 +X3 = 1 + 1− 1 = 1
S4 = X1 +X2 +X3 +X4 = 1 + 1− 1− 1 = 0
S5 = X1 +X2 +X3 +X4 +X5 = 1 + 1− 1− 1 + 1 = 1
S6 = X1 +X2 +X3 + · · ·+X6 = 1 + 1− 1− 1 + 1 + 1 = 2
S7 = X1 +X2 +X3 + · · ·+X7 = 1 + 1− 1− 1 + 1 + 1− 1 = 1
S8 = X1 +X2 +X3 + · · ·+X8 = 1 + 1− 1− 1 + 1 + 1− 1 + 1 = 2
S9 = X1 +X2 +X3 + · · ·+X9 = 1 + 1− 1− 1 + 1 + 1− 1 + 1− 1 = 1
· · ·





Volem calcular la probabilitat que l’individu retorni a la taverna. E´s a
dir, la probabilitat que existeixi un n ≥ 1 tal que Sn = 0. Aixo` ho escriurem
de la segu¨ent forma
P{∃n ≥ 1 tal que Sn = 0}.
Per poder calcular aquesta probabilitat introduirem dos esdeveniments.
D’una banda, anomenarem An l’esdeveniment que correspon al fet que l’in-
dividu torna a la taverna per primer cop a l’instant de temps n. E´s a dir,
a l’instant 0, A0 = ∅ (el conjunt buit), ja que l’individu no ha pogut tornar
a la taverna perque` encara no n’ha sortit. A l’instant 1 altre cop, A1 = ∅,
perque` no podem tornar a la taverna amb una sola passa. Per n > 1,
An := {Sn = 0, S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , Sn−1 6= 0 }.
I d’altra banda, anomenarem Bn l’esdeveniment d’estar a la taverna a
l’instant n independentment de si e´s o no el primer retorn. E´s a dir,
Bn := {Sn = 0}.
Definim ara les segu¨ents probabilitats,
an := P (An) bn := P (Bn).
Com que A0 = ∅ tenim que a0 = 0. D’altra banda, B0 = Ω (l’esde-
veniment segur) i per tant b0 = 1, ja que a l’instant 0 l’individu e´s a la
taverna.
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D’altra banda, si k ≤ n,
P{Bn ∩ Ak} = P{Ak, Xk+1 +Xk+2 + · · ·+Xn = 0}
= P{Ak} · P{Xk+1 +Xk+2 + · · ·+Xn = 0},
on hem utilitzat que els esdeveniments {Ak} i {Xk+1+Xk+2+ · · ·+Xn = 0}
so´n independents.
Observem que,
P{Xk+1 +Xk+2 + · · ·+Xn = 0} = P{X1 +X2 + · · ·+Xn−k = 0},




akbn−k per n = 1, 2, ....
Veurem a continuacio´ el segu¨ent resultat:
Lema 1.1. Amb les definicions que hem introdu¨ıt es compleix que
+∞∑
n=0












n so´n convergents per
valors de s ∈ (−1, 1). En efecte, com que an i bn so´n probabilitats, estan
fitades per 1 i per tant, en ambdo´s casos, la se`rie formada pels valors absoluts




1− |s| <∞ per s ∈ (−1, 1).
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Si fem el producte d’aquestes dues se`ries n’obtindrem una de nova. De-
notarem per cn els coeficients dels termes s


















observem que cn =
n∑
k=0
akbn−k perque` so´n els coeficients que corresponen al
terme sn ja que sksn−k = sn. Pero`, d’una banda, c0 = 0 perque` a0 = 0 i
d’altra banda hav´ıem vist que
n∑
k=0

































Tots els coeficients an i bn so´n positius perque` so´n probabilitats. Per
tant, si fem el l´ımit quan la s tendeix a 1 per l’esquerra tenim una successio´
mono`tona creixent. Aleshores, pel Teorema de la Converge`ncia Mono`tona
per se`ries, en fer aquest l´ımit, obtenim la segu¨ent igualtat:
+∞∑
n=0





Tornem ara a la probabilitat que vol´ıem calcular, la probabilitat que
l’individu retorni a la taverna. Utilitzant que els esdeveniments {An}n so´n
disjunts dos a dos i el lema que acabem de demostrar tenim que
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Veurem a continuacio´ que
+∞∑
n=0
bn = +∞. Observem que si demostrem
aixo` ja haurem provat que l’individu retornara` a la taverna amb probabilitat
1. Tenim que per n ≥ 1,
bn = P{Sn = 0} =











si n = 2k.
En efecte, per tal que l’individu a l’instant n estigui a l’origen cal que
hagi fet el mateix nombre de passes endavant que enrera. Per tant, cal que
n sigui parell (n = 2k) i la probabilitat que hagi fet k passes endavant i k
passes enrera e´s la probabilitat que una binomial de para`metres 2k (ha fet
en total 2k passes) i probabilitat d’e`xit
1
2
(cada cop fa un pas endavant amb
aquesta probabilitat) prengui el valor k (k e`xits, e´s a dir k passes endavant,
i per tant tambe´ k fracassos, e´s a dir, k passes enrera).
Recordem que la fo´rmula de Stirling ens diu que quan k e´s prou gran, k!





















Per tant utilitzem aquest s´ımbol, ∼, per referir-nos a que el quocient entre
les dues expressions tendeix a 1 quan fem tendir k a infinit.


































= +∞, i per tant hem provat que
P{∃n ≥ 1 tal que Sn = 0} = 1,
e´s a dir, hem vist que amb probabilitat 1 l’individu tornara` a la taverna.
Representacio´ gra`fica d’un passeig aleatori de 200 passos.
1.2 Retorn a casa
Des del punt de vista matema`tic volem calcular la probabilitat que partint
del zero s’arribi, caminant d’aquella forma, a qualsevol x ∈ Z (e´s a dir, sigui
quin sigui el x que correspon a casa seva).
Definim, per tot x ∈ Z, f(x) com la probabilitat que existeixi un n ≥ 1
tal que Sn = x. E´s a dir, per a tot x ∈ Z,
f(x) := P{∃n ≥ 1 tal que Sn = x}.
Pel problema anterior sabem que f(0) = 1. En efecte, hem demostrat que
amb probabilitat 1 l’individu retornava a la taverna (el 0) en algun instant
n ≥ 1.
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En efecte, suposem que x 6= 1,−1
f(x) = P{∃n ≥ 1 tal que Sn = x}
= P{∃n ≥ 1 tal que X1 + · · ·+Xn = x}
= P{∃n ≥ 1 tal que X1 + · · ·+Xn = x,X1 = 1}
+ P{∃n ≥ 1 tal que X1 + · · ·+Xn = x,X1 = −1}
= P{∃n ≥ 1 tal que X1 + · · ·+Xn = x|X1 = 1}P (X1 = 1)








P{∃n ≥ 2 tal que X2 + · · ·+Xn = x+ 1}.
Pero` observem que aquesta darrera expressio´ e´s igual a
1
2
















f(x− 1) + 1
2
f(x+ 1).





que f(0) = 1 tambe´ val la fo´rmula anterior. El mateix passa quan x = −1.





Demostrarem ara per induccio´ que f(x) = 1 per a tot x ∈ Z. Sabem que
f(0) = 1. Suposem que f(x) = 1 veurem que aixo` implica necessa`riament
que f(x− 1) = 1 i que f(x+1) = 1. En efecte, per la fo´rmula (1) sabem que
1 = f(x) =
1
2
f(x− 1) + 1
2
f(x+ 1).
Com que aquestes funcions so´n probabilitats,
f(x− 1) ≤ 1,
f(x+ 1) ≤ 1.
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· 1 + 1
2
· 1 = 1,
per tant necessa`riament,
f(x− 1) = 1,
f(x+ 1) = 1.
Hem vist que f(0) = 1 i que si per un enter qualsevol aquesta funcio´
val 1 tambe´ ha de valer 1 per l’enter anterior i per l’enter posterior. Aixo`
demostra, per induccio´, que per a qualsevol enter x ∈ Z, f(x) = 1. E´s a dir,
que sigui on sigui la casa de l’individu, amb probabilitat 1 hi arribara`.
2 Passeig aleatori en dues dimensions
Considerem ara el problema en dues dimensions, e´s a dir, suposem que no hi
ha nome´s un carrer sino´ infinits carrers horitzontals i infinits carrers verticals,
de forma que a cada cru¨ılla te´ quatre opcions igualment probables. Tornara`
a la taverna? Tornara` a casa seva?
Ara estem al pla, i partint del zero ens mourem per punts formats per
dos enters. El Gra`fic 1 mostra la nova situacio´. El nostre individu es troba
situat on hi ha el s´ımbol ? i pot anar a qualsevol de les quatre posicions






Gra`fic 1: Passeig aleatori en dues dimensions.
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Denotarem, com abans, per Sn la posicio´ de l’individu a l’instant n. Aix´ı,





on X1, X2, . . . , Xn, . . . e´s una successio´ de vectors aleatoris independents tals
que per a tot i ≥ 1,
P (Xi = e1) = P (Xi = e2) = P (Xi = −e1) = P (Xi = −e2) = 1
4
,
on {e1, e2} so´n dos vectors ortonormals del pla.
Volem calcular la probabilitat que l’individu retorni a la taverna, e´s a dir,
P{∃n ≥ 1 tal que Sn = ~0}.
Utilitzarem les mateixes notacions que pel cas d’una sola dimensio´:
bn := P{Sn = ~0},
an := P{Sn = ~0, S1 6= ~0, S2 6= ~0, . . . , Sn−1 6= ~0 }.
I per tant, igual que abans, obtenim que,
P{∃n ≥ 1 tal que Sn = ~0} =
+∞∑
n=0








Observem que per n ≥ 1, si n e´s senar,
bn = P{Sn = ~0} = 0,
ja que e´s impossible retornar a l’origen en un nombre senar de passos. Per
retornar a l’origen cal haver fet el mateix nombre de passos endavant que
endarrera i el mateix nombre de passos a dreta que a esquerra.
Si n e´s parell (n = 2k), aleshores





j!j!(k − j)!(k − j)! .
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En efecte, totes les trajecto`ries de longitud 2k tenen probabilitat 1
42k
per-
que` en cada pas escollim de forma equiprobable entre 4 possibilitats i en total
hem fet 2k passos. Hem de comptar doncs quantes trajecto`ries hi ha de lon-
gitud 2k que acabin a l’origen. So´n totes aquelles que fem el mateix nombre
de passos endavant (j) que endarrera i el mateix nombre de passos a dreta
(k−j) que a esquerra. La j pren valors entre 0 (cap pas ni endavant ni enrera
i k passos a dreta i k a esquerra) i k (k passos endavant i k enrera i cap pas
ni a dreta ni a esquerra). D’aqu´ı surt el sumatori en j. Falta veure d’on surt
el darrer nombre combinatori. Hem de comptar quantes trajecto`ries hi ha
que estiguin formades en total per j passos endavant, j passos enrera, k − j
passos a dreta i k − j passos a esquerra. Aixo` e´s el mateix que comptar de
quantes formes podem treure 2k boles d’una urna si en tenim j de blanques,
j de negres, k − j de vermelles i k − j de blaves. I la resposta a aquest
problema combinatori e´s que es poden extreure les boles de
(2k)!
j!j!(k − j)!(k − j)!
formes diferents.
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
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Anem a justificar perque` e´s certa aquesta igualtat. Recordem que el binomi



















Pero` tambe´ tenim que



















Pero`, e´s clar, tant si apliquem el binomi de Newton directament com si
ho fem d’aquesta segona manera el resultat ha de ser el mateix. Per tant, els
coeficients de les diferents pote`ncies de x de l’expressio´ (4) i de l’expressio´
(5) han de coincidir. Ens fixem nome´s amb el coeficient del terme xk. A





, mentre que a l’expressio´ (5), en fer











































i utilitzant el que hav´ıem obtingut en el cas de dimensio´ 1 mitjanc¸ant la


























= +∞, i per tant hem provat que
P{∃n ≥ 1 tal que Sn = ~0} = 1,
e´s a dir, hem vist que encara que l’individu visqui en un mo´n pla, amb
probabilitat 1 tornara` a la taverna.
Recorregut d’un passeig aleatori al pla de 2000 passos.1
Arribara` ara a casa seva?
Definim per a tot ~x = x1e1+x2e2 amb x1, x2 ∈ Z la funcio´ g(~x) que representa
la probabilitat que per algun n ≥ 1, Sn prengui el valor ~x. E´s a dir, per a
tot ~x ∈ Z2,
g(~x) = P{∃n ≥ 1 tal que Sn = ~x}.
Hem vist que retorna a la taverna amb probabilitat 1. E´s a dir, g(~0) = 1.
D’altra banda, seguint la demostracio´ del problema unidimensional s’obte´
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directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que










(g(~x− e1) + g(~x+ e1) + g(~x− e2) + g(~x+ e2)),
i, per a tot ~y ∈ Z2, 0 ≤ g(~y) ≤ 1, perque` so´n probabilitats.
Suposem que g(~x) = 1. Aleshores,
1 = g(~x) =
1
4
(g(~x− e1) + g(~x+ e1) + g(~x− e2) + g(~x+ e2)),
i, com que so´n probabilitats, aquesta igualtat implica que necessa`riament
g(~x− e1) = g(~x+ e1) = g(~x− e2) = g(~x+ e2) = 1.
Aix´ı doncs, per induccio´ hem provat que g(~x) = 1 per a tot ~x ∈ Z2. E´s a dir,
que sigui on sigui casa seva, amb probabilitat 1 hi arribara`.
3 Passeig aleatori en tres dimensions
Considerem ara el problema en dimensio´ 3. A cada cru¨ılla l’individu pot
escollir entre sis opcions diferents: davant, darrera, dreta, esquerra, amunt o
avall. Igual que en els casos precedents, totes les opcions so´n equiprobables.
En aquest cas, escull cada cop una de les 6 opcions amb probabilitat 1
6
.
Podem pensar, per exemple, que a cada cru¨ılla llenc¸a un dau per decidir
quin dels 6 camins possibles tria. Ens fem les mateixes preguntes: tornara` a
la taverna? arribara` a casa seva?
Veurem que en aquest cas, la probabilitat que torni a l’origen o que passi
per tot punt, sorprenentment, ja no e´s 1.
A la pel·l´ıcula Cube, vegeu [8], els protagonistes es trobaven dins d’un cub
i havien d’escollir cap on anaven entre aquestes 6 possibilitats. Es tractava
d’un passeig aleatori en tres dimensions, pero` era me´s complicat que el que
aqu´ı presentem perque` l’entorn tambe´ es movia aleato`riament.
Denotarem, com en els casos anteriors, per Sn la posicio´ de l’individu a
l’instant n.
Volem calcular la probabilitat que l’individu retorni a la taverna, e´s a dir,
P{∃n ≥ 1 tal que Sn = ~0}.
Utilitzarem les mateixes notacions que pels casos d’una i dues dimensions:
bn := P{Sn = ~0},
an := P{Sn = ~0, S1 6= ~0, S2 6= ~0, . . . , Sn−1 6= ~0 }.
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I per tant, igual que abans, obtenim que,
P{∃n ≥ 1 tal que Sn = ~0} =
+∞∑
n=0








Observem que per n ≥ 1, si n e´s senar,
bn = P{Sn = ~0} = 0,
ja que e´s impossible retornar a l’origen en un nombre senar de passos. Per
retornar a l’origen cal haver fet el mateix nombre de passos endavant que
endarrera, el mateix nombre de passos amunt que avall i el mateix nombre
de passos a dreta que a esquerra.
Si n e´s parell (n = 2k), aleshores







j!j!i!i!(k − j − i)!(k − j − i)! .
En efecte, podem fer un raonament semblant al que hav´ıem fet pel cas
de dues dimensions. D’una banda totes les trajecto`ries de longitud 2k tenen
probabilitat 1
62k
perque` en cada pas escollim de forma equiprobable entre 6
possibilitats i en total hem fet 2k passos. Hem de comptar doncs quantes
trajecto`ries hi ha de longitud 2k que acabin a l’origen. So´n totes aquelles
que fem el mateix nombre de passos endavant (j) que endarrera, el mateix
nombre de passos amunt (i) que avall i el mateix nombre de passos a dreta
(k − j − i) que a esquerra. La j pren valors entre 0 (cap pas ni endavant
ni enrera) i k (k passos endavant i k enrera). D’aqu´ı surt el sumatori en j.
La i pren valors entre 0 (cap pas ni amunt ni avall i per tant k − j passos
a dreta i k − j a esquerra) i k − j (k − j passos amunt i k − j passos avall
i per tant cap pas ni a dreta ni a esquerra). Falta veure d’on surt el darrer
nombre combinatori. Hem de comptar quantes trajecto`ries hi ha que estiguin
formades en total per j passos endavant, j passos enrera, i passos amunt, i
passos avall, k − j − i passos a dreta i k − j − i passos a esquerra. Aixo` e´s
el mateix que comptar de quantes formes podem treure 2k boles d’una urna
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si en tenim j de blanques, j de negres, i de vermelles, i de blaves, k − j − i
de grogues i k − j − i de verdes. I la resposta e´s que es poden extreure les
boles de
(2k)!







































j!i!(k − j − i)!
)2
. (6)
Els termes que apareixen en aquest sumatori so´n els termes d’una dis-
tribucio´ trinomial. En efecte, suposem que tenim 3 boles (una blanca, una
negra i una vermella) en una urna. Fem k extraccions amb reposicio´ i definim
les variables aleato`ries:
X = nombre de boles blanques en les k extraccions,
Y = nombre de boles negres en les k extraccions,
Z = nombre de boles vermelles en les k extraccions.
Aleshores, per a tot j, i ∈ 1, 2, . . . , k amb j + i ≤ k tenim que
P{X = j, Y = i, Z = k − j − i} = 1
3k
k!
j!i!(k − j − i)! .








j!i!(k − j − i)! = 1.
En l’expressio´ pero` que hem trobat per b2k, vegeu (6), tenim cada terme
elevat al quadrat.
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Utilitzarem ara que quan tenim una variable que nome´s pot prendre n
valors diferents amb probabilitats p1, p2, ..., pn respectivament, llavors
p21 + p
2
















































j!i!(k − j − i)!
)
.
La probabilitat ma`xima de la distribucio´ trinomial s’obte´ quan X, Y
i Z prenen totes tres el mateix valor (o el me´s semblant possible). Me´s
concretament, si k = 3m (amb m ∈ N), la probabilitat ma`xima s’obte´ quan
totes tres prenen el valor m. Si k e´s de la forma k = 3m + 1 la probabilitat
ma`xima s’obte´ quan dues variables prenen el valor m i l’altra el valor m+1.
Finalment, si k e´s de la forma k = 3m− 1 el valor ma`xim s’obte´ quan dues
variables prenen el valor m i l’altra el valor m− 1.













Utilitzant la fo´rmula de Stirling i els ca`lculs fets pel cas de dimensio´ 1,






























































Volum 2006, treball no. 1, 14 pp.
Publicacio´ electro`nica de divulgacio´ del Departament de Matema`tiques
de la Universitat Auto`noma de Barcelona
www.mat.uab.cat/matmat
Trigonometria esfe`rica i hiperbo`lica
Joan Girbau
L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que





20 Caminant a l’atzar tots els camins porten a Roma
Si k = 3m+ 1, utilitzant de nou la formula de Stirling, s’obte´ tambe´ que






per una certa constant C2 i el mateix passa si k e´s de la forma k = 3m− 1,
per una certa constant C3.
Si prenem






















j!i!(k − j − i)!
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Per tant, la probabilitat de tornar a l’origen ja no e´s 1. Pero` sabem que,
o`bviament, e´s positiva. Recordem que la probabilitat de tornar a l’origen e´s
+∞∑
k=0




la probabilitat que a l’instant 2 tornem a l’origen e´s la probabilitat que en el
segon llanc¸ament ens surti la direccio´ oposada del primer, independentment
de quina fos aquesta. De fet, es pot demostrar (vegeu la Seccio´ 4) que
la probabilitat de tornar a l’origen en el passeig aleatori de dimensio´ 3 e´s
aproximadament 0.34. Podem veure pero` que la converge`ncia e´s forc¸a lenta.
D’una banda sabem calcular els termes bn per tot valor de n. D’altra banda,
usant l’expressio´ bn =
n∑
k=0
akbn−k, que an nome´s pren valors diferents de 0 si
n e´s parell i que a0 = 0, e´s fa`cil veure que









ak, per diferents valors de n. Concretament, usant el manipulador






















per n = 40, la suma do´na 0.29554, per n = 200 s’obte´ 0.32028 i per n = 1000,
0.33147.
Arribara` a casa seva?
En els casos d’una i de dues dimensions hem vist que del fet que la proba-
bilitat de retorn a l’origen fos 1 es dedueix, per induccio´, que la probabilitat
que el passeig visiti qualsevol punt tambe´ e´s 1. Aquest mateix raonament
ens servira` ara per veure que la probabilitat que retorni a casa no pot ser 1.
Definim per tot ~x ∈ Z3 la funcio´ g(~x) que representa la probabilitat que
per algun n ≥ 1, Sn prengui el valor ~x. E´s a dir, per a tot ~x ∈ Z3,
g(~x) = P{∃n ≥ 1 tal que Sn = ~x}.
Suposem que exist´ıs un punt ~d de l’espai Z3 tal que g(~d) = 1. Aleshores,
si considerem {e1, e2, e3} tres vectors ortonormals de l’espai, tindr´ıem que




g(~d+ e1) + g(~d− e1) + g(~d+ e2) + g(~d− e2)
+g(~d+ e3) + g(~d− e3)
)
,
i d’aqu´ı deduir´ıem que
g(~d+ e1) = g(~d− e1) = g(~d+ e2) = g(~d− e2) = g(~d+ e3) = g(~d− e3) = 1.
Per induccio´, podr´ıem provar que per tot ~x ∈ Z3, g(~x) = 1. I aixo` ens
porta a contradiccio´, perque` hem demostrat que g(~0) < 1. Contradiccio´ que
ve del fet de suposar que pot existir un punt ~d de l’espai Z3 amb g(~d) = 1.
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4 Dimensions superiors i llei del 0-1
4.1 Que` passa en dimensions superiors?
En dimensions superiors a tres, com e´s d’esperar, passa el mateix que en
dimensio´ tres. E´s a dir, la probabilitat de tornar a l’origen o a casa seva ja no
e´s 1. Montroll, vegeu [3], va demostrar que es pot donar una representacio´ en
forma d’integral de la suma de la se`rie dels bn que recordem que representen
la probabilitat d’estar a l’origen a l’instant n.
Concretament, va demostrar que, si denotem per d la dimensio´ del nostre

















d−∑dj=1 cos(xj)dx1dx2 · · · dxd.
En el cas de dimensio´ tres, d = 3, aquesta integral havia estat resolta per










































= 1.516386059 . . . ,





D’aqu´ı, obtenim que la probabilitat de retornar a l’origen, quan d = 3 e´s,
+∞∑
n=0




1.516386059 . . .
= 0.340537329 · · ·
Per dimensions superiors a 3 nome´s se saben trobar aproximacions nu-
me`riques d’aquesta integral. Denotem per p(d) la probabilitat de retorn a
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l’origen en un passeig aleatori de dimensio´ d. A la Taula 1 s’observen els









Taula 1: Probabilitats de retorn a l’origen en un passeig aleatori de dimensio´ d.
4.2 Llei del 0-1
Hem vist que en dimensio´ 1 i 2, amb probabilitat 1 l’individu retorna a
l’origen i arriba a casa seva. Observem que si hi retorna almenys un cop
amb probabilitat 1 tambe´ hi retorna infinites vegades amb probabilitat 1.
En efecte, ja que un cop s’ha produ¨ıt el primer retorn, podem considerar que
comencem un nou passeig aleatori, en el qual tornara` a tenir probabilitat 1
de retornar a l’origen, i aix´ı successivament. Una cosa semblant passa amb
l’arribada a casa seva. Un cop ha arribat a casa seva, podem suposar que
comencem un nou passeig aleatori, en el qual retornara` al nou origen (casa
seva) amb probabilitat 1. Per tant, passara` infinites vegades per casa seva.
E´s a dir, en un passeig aleatori en 1 o 2 dimensions tots els punts es visiten
infinites vegades amb probabilitat 1.
En dimensions superiors pero`, la probabilitat que retorni almenys un cop
a l’origen e´s estrictament menor que 1 (recordem que en el cas d = 3 e´s
aproximadament 0.34). La denotarem per p i sabem que p < 1. Igual que
abans, si s’ha produ¨ıt un primer retorn a l’origen, podem considerar que
comencem un nou passeig aleatori en el qual tornara` a tenir probabilitat p
de retornar a l’origen, i aix´ı successivament. Per tant, usant l’argument que
acabem de descriure, la probabilitat que retorni almenys 2 cops a l’origen
sera` p · p, la probabilitat que hi retorni almenys n vegades sera` pn, etc... El
Gra`fic 2 mostra aquest fet.
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. . . . . .
no retorna me´s
Gra`fic 2: Retorns a l’origen pel passeig aleatori en tres dimensions (p ≈ 0.34) o me´s.




ja que p < 1. El mateix passara` amb el retorn d’infinites vegades a casa
seva. L’individu surt de l’origen i la probabilitat que arribi a casa seva e´s
estrictament menor que 1. Pero` si hi arribe´s, comenc¸ar´ıem un nou passeig
aleatori amb aquest nou origen i on tindria per tant probabilitat p de retornar
a casa seva. Per tant la probabilitat que hi retorni infinites vegades tambe´
sera` 0.
Hem vist doncs que la probabilitat que l’individu retorni infinites vegades
a la taverna i infinites vegades a casa seva e´s 1 en un passeig aleatori en una
o en dues dimensions, mentre que e´s 0 en un passeig aleatori en tres o me´s
dimensions.
Dit d’una altra manera, en un passeig aleatori en una o dues dimensions
tots els punts es visiten infinites vegades amb probabilitat 1, mentre que en
un passeig aleatori en tres o me´s dimensions tot punt te´ probabilitat 0 de ser
visitat infinites vegades.
5 Altres passejos aleatoris
En aquesta seccio´ estudiarem que` passa si ens movem per d’altres superf´ıcies.
Concretament estudiarem un passeig aleatori pel contorn d’un rusc d’abelles,
o el que e´s el mateix, per la vora d’un mosaic de rajoles hexagonals, com els
que es mostren en el Gra`fic 3. Aquest passeig fou estudiat per Vidakovic,
vegeu [5], l’any 1994.
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Gra`fic 3: Passeig aleatori per una superf´ıcie hexagonal.
Observem que aquest passeig aleatori tambe´ e´s equivalent a un passeig
aleatori pels marges de les totxanes d’una pared com la del Gra`fic 4.
Gra`fic 4: Passeig aleatori pels marges de les totxanes d’una pared.
En aquest cas, en cada punt podem escollir nome´s entre tres opcions
possibles, pero` que so´n diferents segons si el nombre de passes que hem fet





Gra`fic 5: Passeig aleatori per una superf´ıcie hexagonal.
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seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
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Gra`fic 6: Direccions possibles en el passeig aleatori per una superf´ıcie hexagonal
segons si el nombre de passes e´s parell (en negre) o senar (en vermell).
Quan el nombre de passes realitzades e´s parell, hem d’escollir una de les
direccions {A,B,C} que es mostren als Gra`fics 5 i 6. Mentre que quan
aquest nombre e´s senar, hem d’escollir una de les tres direccions oposades
{−A,−B,−C}. Per retornar a l’origen, hem d’haver fet el mateix nombre
de passes en la direccio´ A que en la −A, el mateix nombre en la direccio´ B
que en la −B i el mateix nombre en la direccio´ C que en la −C.
Per un argument molt semblant al del passeig aleatori en dimensio´ 3, pero`
tenint en compte que en cada pas nome´s podem escollir entre tres direccions
possibles i que les direccions A, B, i C nome´s es poden escollir quan el nombre
de passes realitzades e´s parell i les direccions −A, −B, i −C quan aquest
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on en el darrer pas hem utilitzat la igualtat (2). D’altra banda, fent el canvi





















































































on les desigualtats centrals es comproven fa`cilment elevant els termes al qua-
drat i utilitzant que per a tot a ∈ R, a2 > (a− 1)(a+ 1).
Usant aquest fet veurem que el terme que apareix dins el sumatori de



















En efecte, aquesta fita e´s fa`cil de provar quan i = 0 o be´ i = k. Si
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28 Caminant a l’atzar tots els camins porten a Roma










































E´s a dir, en un passeig aleatori en una superf´ıcie hexagonal es retorna a
l’origen amb probabilitat 1.
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